Univers a symetrie
maximum



Introduction

* La cosmologie moderne suppose que I'univers respecte
plutot bien le principe cosmologique (principe
Copernicien), c'est-a-dire qu’il ne presente ni de point, ni
de direction privilegiée.

* A premiere vue cela semble faux, le centre d’une €toile
comme le soleil, chaud et dense ressemblant vraiment
tres peu a I’espace Interplanetaire desesperément vide et
glacial.

» Bien entendu le principe Copernicien ne s’applique qu’a
tres grande échelle, la ou des comptages de galaxies,
I’étude du Rayonnement Fossile Cosmologique (RFC)
montrent qu’il est plutdt bien respecté (a 10  pour le
RFC par exemple).



Rapporté a la variéte, qui décrit I’'univers dans ces modeles,
ceci implique qu’clles doivent étre isotropes et homogenes.

L’isotropie spécifie qu’en chaque point 1'univers doit
paraitre le méme dans toutes les directions.

Plus formellement, une variété M est isotrope autour d’un
point p si pour deux vecteurs quelconques V et W dans Tp
M (espace tangent en p) il existe une isométrie de M telle
que la transformation de W par cette isométrie est parallele
a V (non transformé).



C’est cette 1sotropie qui est observee dans le RFC.

[’homogeénéite signifie que la métrique est partout la méme
dans la varieté, autrement dit étant donné deux points
guelconques p et g, il existe une iIsometrie qui envoie p sur
a.
Notons que les notions d’1sotropie et d’homogenéite sont
Indépendantes




Une variété peut étre homogene et nulle part isotrope
comme par exemple le cylindre en métrigue euclidienne
ou a I’'mverse 1l peut etre 1sotrope autour d’un point, mais
pas homogene (comme le sommet d’un cone par
exemple).

Par contre si un espace est isotrope en tout point, il est
nécessairement homogene.

De méme, s’1l est 1sotrope en un point et homogene 1l est
Isotrope partout.



Comme les observations semblent conforter I’hypothése
d’isotropie (de 1’espace, dans 1’univers) et que le principe
Copernicien nous laisse a penser qu’il n’il a pas de point
privilégie dans I'univers et que d’autres observateurs
eventuels devraient observer la méme situation, en
conséquence nous supposerons que I’espace dans
I’univers est isotrope et homogene.

L’intérét de 1’isotropie et de I’homogénéité est que cela
Impligue un univers avec un espace a symétrie maximum



Sous reserve de genéralisation, 1’isotropie peut étre
Interpretée comme  I’invariance par  rotation et
I’homogénéité par translation. Alors I’homogénéité et
I’1sotropie, ensemble, vont Impliguer que [D’espace Vva
contenir un maximum de vecteurs de Killing.

En fait, ceci va se réveler limité, dans le modele standard en
cosmologie, les observations montrant que ceci est vrai
pour I’espace malis pas pour 1’espace temps.

Peut-on, étendre ce concept de symetrie maximale a
I’espace-temps, c’est ce que nous allons etudier



En effet, 1l est instructif de commencer 1’é¢tude par les
espaces temps a symeétrie maximum, qui sont en fait la
genéralisation du cas particulier d’une situation ou c’est
seulement I’espace qui est a symétrie maximale.

Comme nous le verrons, dans un certain sens, de tels
univers sont des « états de base » de la Relativité Genérale.
Cette discussion est assez speculative, elle peut étre
ignorée de ceux qui s’en tiennent aux situations plus
physiques.



Construction espace-temps a symeétrie

maximale

* Quel niveau de symétries pour un « espace » (au sens
general)?
* Un espace a n dimensions R, de métrique euclidienne est

Invariant par les translations et rotations autour de tout
point P.

* |l y a n translations lineairement independantes et comme
Il y a n axes de rotations, autour de chague axe considéré
Il y a n-1 rotations des autres axes, mais compte tenu
qu’une rotation de x vers y est la méme que y vers X il
faut diviser I’ensemble par 2.

* Cecl fait donc : ¥2 n(n-1) rotations.
* Au total cela fait: n+ ' n(n-1) =% n(n+1)




Construction espace-temps a symeétrie

maximale

* En espace de Minkowski de signature Lorenztienne,
certaines rotations sont des boosts.

* Pour des espaces non euclidiens, 1l existe des espaces
comme la sphere, et les hyperspheres qui sont aussl a

symetrie maximum, ainsi que leurs equivalents de type
hyperboligue.

» Si la variété non euclidienne représentant I’espace-temps
est a symetrie maximum sa courbure doit étre la méme

partout et dans toutes les directions (homogene et
Isotrope).

* SI nous la connaissons en un point alors nous la

connaissons pour tous les points. Il y a peu d’espaces a
symetrie maximale.



Quelques rappels
* Le tenseur de Riemann s’écrit :
° Rpcuv — aurpvc - avrpuc T rpuervp - vaeruc

* OuI™ , est un symbole de Christoffel qui vaut :
* I =72 9%(0,9,5 70,90y - OOy)

» Ou g, est la metrique et g la métrique inverse definie par :
. gup_gpvz SIJV

* Ou oH, est le symbole de Kronecker qui vaut 1 pour p =v et
Zero sinon.



 Rappelons que la meétrique et la métrigue inverse
permettent respectivement d’abaisser et d’¢lever
des indices dans les tenseurs. Ainsi la version du

tenseur de Riemann avec tous les indices bas
s’écrit :

* On doit sommer sur I’indice p de 0 a 3 sur son
expression pour realiser 1’opération.



Le tenseur de Riccl R, qui est la contraction du tenseur
de Riemann s’écrit :

Conformément a la notation d’Einstein, on contracte en
sommant sur I’1ndice p de 0 a 3.

Quant au scalaire de Riccl R, 1l vaut :

R = RHH p— gMV va



Les variétes a symétrie maximale sont classees par la
valeur du scalaire de courbure de Ricci R qui sera
constant partout, le nombre de dimensions n, la
signature de la metrique et la topologie (distinguer un
n-tore de I’espace euclidien R,).

Pour de tels espaces nous pouvons reconstruire le
tenseur de Riemann a partir du scalaire de Ricci R



Il n’y a que peu de tenseurs qui ont cette propriéteé, la
metrique, le tenseur de Kronecker et celui de Levi-

Civita.

Cela implique que le tenseur de Riemann, dans ces
coordonnees doit étre proportionnel a un tenseur
construit a partir de ces tenseurs invariants.

Comme ce tenseur doit respecter les symetries
Intrinseques du tenseur de Riemann, la seule solution

est .

Rpcuv = k. (gpp Jov - gpv g(m)



Pour ces symetries on utilise la version du tenseur de
Riemann avec tous les iIndices bas qu’on obtient en
abaissant un indice sur la definition gue nous avons
donnée dans les rappels par multiplication par le tenseur
metrique et contraction pour eliminer I’indice haut.

En fait, on montre ces propriétés sur sa valeur exprimée en
coordonnées localement inertielles (voir par exemple
« Spacetime and geometry », S. Carroll p. 140-141).



Dans cette version, il est evident qu’il est antisymetrique
sur ses 2 premiers et 2 derniers indices, Invariant par
echange de la premiere paire avec la seconde la somme
des permutations sur les 3 derniers indices est nulle, cecli
fait que sur les 256 composantes Il n’y a, au maximum,
que 1/12 (n3(n2-1)) valeurs differentes, soit 20 pour n = 4.

Il peut y en avoir moins si des contraintes s’appliquent
(symeétries).



Ou k est un facteur de proportionnalité.

Verifions, par exemple, que cette solution satisfait
bien a I’antisymétrie par permutation sur les 2
premiers indices (p<c) du tenseur de Riemann

chuv K. (9o Ipv— Jov Iy

Rpony = K- (Gpp Gov = Gpv Jop) = = Roppy

\Vous pouvez veérifier a titre d’exercice que les autres
« symétries » sont bien réalisées.

Comme cette relation est tensorielle, elle est valide
dans n’importe quelles coordonnées.



Calcul de la constante de proportionnalite
* Quelques rappels :

 On utilise la_convention d’Einstein_pour la contraction des
tenseurs (qui réduit leur ordre) un Indice haut se contracte
?v_ec un indice bas de méme nom, de dimension n, selon la
ol :

+ AW B, =C, =A% By +Al B, +A2 B, .+A3 B,

* Dans cet exemple on somme sur  pour sa valeur de 0 a 3.

» Avec ces précisions, on doit étre capable de comprendre la
Suite.



On peut facilement calculer la constante de
proportionnalité en contractant les 2 termes de la relation
ce qui se fait comme suit :

gpuRpGuv :RHGHV = k. gPH(gpu Oov - gpv gop,)

On va d’abord élever le premier indice puis contracter sur
cet indice et comme g*g,,, = n ou n est le nombre de
dimensions de la variéeté qui vaut 4 en relativite genérale.

RMgw = Rey = K 8PM(0p, Gov = Gov Jop) = K- (N Ggy— ¥, Gp) =
K. (N 9y — 9gv) = K. (N-1) gy



Puis pour obtenir le scalaire de Ricci on va contracter une
deuxieme fols.

0 Rey=R=k. (n-1) g g5, = k. (n-Dn —
k = R/[(n(n-1)]

Rappelons que n = 4, en relativité générale, donc:
On obtient alors : k = R/12

Ce qui donne:

Rpcmv = R/[n(n_l)] (gPM gcp B gpv gcm):R/lZ (gPH gcm B gpv gcm)



Et le scalaire de Ricci « R » doit étre constant partout dans
la varieté. Comme nous pouvons toujours mettre la metrique
sous sa forme canonique en un point quelconque (g,,, = #,,),
les sortes d’espaces temps a symetrie maximum vont étre
caractérisés localement par la signature de la métrigue et par
le signe du parametre constant K.

Nous disons, localement, pour permettre différentes
solutions globales possibles, comme pour le plan et le tore.

Nous nous intéressons aux métrigues de signature (- + + +).



L_es 3 cas generigques correspondent donca K <0
espace-temps anti De Sitter , K = 0 espace-temps
de Minkowski , K > 0 espace-temps de De Sitter

e Pour K =0 nous connaissons bien cette metrique,
c’est celle de Minkowski.

o ds?=-dt? + dx2+ dy? + dz? (4.3)

* Le diagramme conforme associ¢ est connu. C’est
I’espace-temps de la relativité restreinte. Nous ne
developperons pas ce cas.



L’espace-temps a symetrie maximum avec K > 0,
courbure positive est appelé ’espace De Sitter .

» Considerons un espace de Minkowski a 5 dimensions
de métrigue

e ds:2= -du? + dx? + dy? + dz2 + dw?,

* De la méme maniere qu’on définit la surface 2D d’une
sphere, imbriquée dans un espace Euclidien 3D, par
X2+y2+z2 =R2, definissons I’hyperboloide :

¢ U2+ X2+yl+z2+wei=a’

Le choix a priori de DIhypersurface 4D
« Hyperboloide » imbriqué dans un espace
Minkowskien 5D, s’appuie Ssans doute sur la
connaissance de la courbure d’une telle hypersurface
compatible avec ce qu’on recherche.



Maintenant définissons les coordonnees ( t, i, 0, D) sur
I’hyperboloide via:

u = asinh(t/a), w = acosh(t /a)cosy, x = acosh(t/a)sinycos0
y = acosh(t/a)sinysinOcos®, z = acosh(t/a)sinysinOsind

La métrique sur I’hyperboloide est alors:
ds? = -dt? + a2cosh?(t/a)[ dy? + sin?*y(d6? +sin?0dd?)] (1)

Remargue sur les notations : Par 2-sphere nous entendons
la surface (a deux dimensions) d’une sphere classique, par
une 3- sphere 1l s’agit d’une hypersphere 3D.

Entre parenthéses ¢’est la métrique sur une 2-sphére dQ2,

et entre crochets la métrique sur une 3-sphére dQ2,°.



Donc la métrigue de "de Sitter" décrit une 3-sphere qui
Initialement rétrecit, atteint son minimum pour t =0, et
ensuit rebondit et gonfle a jusqu’a I’infini.

Bien sUr cette description est valide dans ce systeme de
coordonnées, nous verrons qu’il y a d’autres descriptions
tout aussi valides.

Ces coordonnees couvrent toute la variete. On peut le
verifier en étudiant le comportement des geodesiques aux
limites du systeme de coordonnees, car si les coordonnées
sont incompletes, les géodésiques se terminent alors que
le parametre affine associé reste fini.

La topologie de 1’espace « de Sitter » est donc R x S3.



Il y correspond un diagramme conforme tres simple, on
peut en effet ecrire cette metrigue dans une forme
conformement reliee a 'univers statique d’Einstein: un
espace temps de topologie R x S3, décrivant une 3-sphere
spatiale (hypersphere) de rayon constant dans le temps.

Considérons la transformation de coordonnée de t en t’ par :
cosh(t/a) = 1/cos(t’)
La métrique (1) devient alors:
ds*> = [ a*/cos*(t’)] ds’>,
Ou ds’? est la métrique de ’univers statique d’Einstein

ds’? = -dt’? +dy? +sin*y.dQ.,2?, (2)
La nouvelle coordonnée temps t’ s’¢tend de -n/2 <t’ <m/2
quand t varie de -oo0 4 + o



Cecl est represente par le diagramme ci-dessous.

t’=m/2

t’=-1t/2

v=10 X—T
Fig.1: Diagramme conforme de [I’espace-temps «de
Sitter». Les tranches d’espace sont des 3-spheres, (a
t’constant), donc les points du diagramme sont des 2-

spheres, sauf sur les bords droits et gauche qui représentent
des points (les poles nord et sud de la sphere) .



Le diagramme conforme de I’espace temps « de Sitter »
est simplement la représentation de la piece de I'univers
statique d’Einstein, qui y est conformement equivalent.

Il ressemble a un carré, comme la figure 1 le montre.

Les lignes diagonales représentent des trajectoires de
photons. Un photon partant de I’infini du passé va aller a
I’antipode de cette 3 sphere a I’infini du futur.



Gardons a I’esprit que I’espace se « termine » dans le passé
et dans le futur par la « magie » de la transformation
conforme, 1’espace-temps de «De Sitter» s’étendant
Indéfiniment vers le passé et vers le futur.

Remarguons aussi que deux points peuvent avoir des cones
de lumiere du futur ou du passe qui sont completement
disjoints.

Cecl est di au fait que les sections sphérigues spatiales
s’étendent SI rapidement que la lumiere d’un point ne peut
Jamais rencontrer celle émise par I’autre.



Espace-temps anti-De sitter

* Une construction similaire d’hyperboloide nous révele
I’espace temps de symetrie maximum pour K < 0, appelé
espace-temps anti-de Sitter.

« Commencons par une variété a 5 dimensions plate de
metrique : ds? = -du? - dv? + dx2 + dy? + dz2

et définissons y un hyperboloide donné par:
o _u2_v2+x2+y2+22:_a2

» Remarquons tous les signes moins. Puis définissons des
coordonnées (t’, p, 6, @) sur I’hyperboloide via:

* U = asin(t’).cosh(p), v = acos(t’).cosh(p)
* X = asIinh(p).cos0, y = asinh(p).sinBcosd
* 2 = asinh(p).sinOsINd



La metrique sur I’hyperboloide est alors:
ds? = o?[ - cosh?(p)dt’> + dp? + sinh?(p) dQ2,2)]  (3)

Sur ces coordonnées on peut remarquer que "t’" est
périodique. On voit sur que t’ et t° + 2@ représentent le
méme point sur I’hyperboloide.

Comme ot’ est partout de type temps, une courbe a (p, 6, @)
constants va étre une boucle temporelle lorsque "t’" aura
varie de t’a t’ +2m.

Cependant cecl n’est pas une proprieté intrinseque de
I’espace temps, mais simplement un artefact lie a la fagon
dont nous avons derivé la métrique d’une Imbrication
particuliere.



Considerons plutot I’espace de recouvrement de cette
variété, I’espace temps associe a la métrique (3) ou t’ peut
varier de - o a + oo, |l n’y a pas de boucles temporelles dans
cet espace-temps que nous allons considerer comme
definissant I’espace temps « anti de Sitter »

Pour construire le diagramme conforme, réalisons une
transformation de coordonnée similaire a celle de 1’espace
de "de Sitter", mais sur la coordonnée radiale.

cosh(p) =1/cos(y), (4)
de sorte que

ds* = (a*/cos*y).ds’>

ou ds’? represente comme préecédemment la métrique de
I’univers statique d’Einstein.



A la difference de la metrique de « de Sitter », la
coordonnee radiale apparait maintenant dans le facteur
conforme. De plus pour anti de Sitter, la coordonnée t’ varie
de moins I’infini a plus I’infini , tandis que, d’aprés (4), la
variation de la coordonnée radiale p (de 0 a «) va
correspondre a la variation de 0 < y < 7/2

Donc I’espace temps anti de Sitter est conformément relié a
un demi univers statique d’Einstein. Le diagramme
conforme montre quelques géodésiques de type espace et
temps passant par t’=0, ¥ = 0. Comme y varie de 0 a n/2 et
non pas jusqu’a m, une tranche de type espace de cet espace
temps a la topologie de I’intérieur d’un hémisphére de S3,
de topologie R3 (et I’espace entier a la topologie R%).



Remarquons que nous avons trace le diagramme en
coordonnées polaires, de sorte qu’un point a gauche
représente un point a I’origine spatiale, tandis qu’a droite
cela représente un point a I’infini spatial.

Une autre representation courante represente I’espace
temps en coupe, 1’origine spatiale est alors au milieu et
les bords gauches et droits ensemble représentent 1’infini
spatial.



Diagramme conforme anti-de
Sitter.

Les tranches d’espace ont la
topologie de R3, que nous avons
représenté  en  coordonnées
polaires, de sorte que les points
sur le diagramme sont des 2-
spheres sauf sur le bord gauche
qui sont des points a 1’origine
Spatiale.

[’infini est une surface de type
temps sur le cote droit.



Une propriéte interessante de 1’espace anti de Sitter est que
I’infini prend la forme d’une hypersurface de type temps,
definie par y = n/2.

Comme I’infini est de type temps, I’espace n’est pas
globalement hyperboligue, nous n’avons pas un probleme
de valeur initiale bien posé en termes d’information
spécifiée sur une tranche d’espace, car de I’information
peut toujours émerger de I’infini.



Autre propriété interessante, la carte exponentielle n’est
pas définie sur toute la variété : des géodésiques comme
celles dessinees sur la figure, qui sont issue d’un point
particulier ne s’étendent pas dans la variéte complete

Les geodesiques de type temps orientees vers le futur,
comme indique, peuvent s’étendre radialement vers I’infini
depuis t’=0, ¥ = 0, mais éventuellement se refocaliser au
pointt’ =7,y = 0 et ainsi de suite.



Correspondance AdS/CFT

* En prime, 1l est difficile de passer sous silence que la
nature de type temps de I’infini correspond a une
propriété remarquable de la theorie des cordes, la
correspondance AdS/CFT. AdS est I’espace anti de Sitter,
que nous avons vu et CFT ( Conformally-invariant
Theory) signifie Théorie des Champs conformément
Invariante ( Invariante vis-a-vis d’une transformation
conforme) définie sur la frontiere de I’espace AdS qui est
un espace temps de dimension (n-1).



La correspondance AdS/CFT suggere gue jusqu’a un
certain point, il y a equivalence entre la gravite
quantique (ou une de ses versions super symetriques)
dans un cadre AdS et une théorie des champs non
gravitationnelle conformement invariante définie sur sa
frontiere. Comme la théorie quantique des champs non
gravitationnelle est quelque chose gue nous
connaissons, nous escomptons gue cette correspondance
( si elle se révele exacte, ce gque nous supposons, mais
n’avons pas prouve) nous apprendra beaucoup sur ce qui
peut se passer en theorie de gravitation quantique.



Cas des espaces 3 D symetriques: exemple de
la métrique de Robertson-Walker

Type de Metrique associé au sous espace 3D symétrique

S1 on s'inteéresse aux metriques 3D a symetrie maximum % - elles obeissent a la loi:
G)p . = v ) 2
R = k(Y Y= YV (2)

ol / est une constante et l'indice ) sur le tenseur de Riemann nous rappelle que c'est une
metrique 3D (spatiale), %; West donc pas la metrique de I'espace temps.

Tenseur de Ricci associé au sous espace 3D
Les composantes (d'espace) du tenseur de Ricci prennent la forme tres simple suivante:

Blp = 3
R, =2k v, (3)
Un espace a symetrie maximale possede necessairement une symetrie spherique, soit
do’= Y du dul = e 2P0 g2 + 12 (10 2+5in?6. dD ?) (4)

Les composantes du tenseur de Ricel, R = &l ik -Gl i T il ™11 ™l ' . S€ Tédurisent a :
@R, = 2maB. PR, =ePrap-1)+1, VR, =[ePra,p-1)+ 1] sin6 (5)
On les pose proportionnels a la métrique en utilisant (3), et on résout pour /3 (7):

B =-%In(1-kr? (6)



Detaillons le resultat de (6) a partir de (3) (4) et (b)

Les coordonnees 1, 2, 3 sont respectivement r, 0, o.

Les composantes de la métrique spatiale sont donnees
par (4)

Y1 = €0 Yoo = I Ya3= I%.sin*(0) (7)

Pour la composante y,, de la métrique qui est r cela
donne :

Ry = 2K, 6200 = (2Ir)0 (1) 8)
R,, = 2k.r2 =[e2P0(r.0.B(r) -1)] +1 (9)
R23=2K.12.81n%(0)={[e?PO(r.0,B(r) -1)]+1} sin?(0) (10)

On volit que les 2 dernieres equations sont identiques



Verifions que la solution donnee par (6) satisfait bien ces
equations :
R = 2k. e2(V2In{-kr)=2k, e-In(1-k?) =2Kk/(1-kr2)=(2/r)0,(-Y2 In(1-kr?))

(11)
R, = 2krz =[ e?2(12 h@kA)) ro(- % In(1-kr?)) -1)] +1=
[r (1-kr?)].[0,(- ¥2 In(1-kr?)) -1)]+1 (12)

En utilisant la formule In(u)’ = (u’/u), nous obtenons :
0,B(r) =0,(- ¥2 In(1-kr?)) = - o (-2kr)/(1-kr?)=  kr/ (1-kr?) (13)

Verifions que la solution proposée est correcte en substituant ce
résultat dans (11) :

2k/(1-kr2) = (2/r)kr/(1-kr2) =2k/(1-kr?) (14)

C’est correct.

Verifions pour 1’équation (12).

2K.r2=[(1-kr?)].[kr3/(1-kr?)-1)]+1=[(1-kr?)].[(kr2-1+kr2)/(1-kr?)]+1
=(krz -1 +kr?)]+1=2kr? (15)

Ce qui est bien verifié.
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