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Ce sujet est proposé à titre d’exercice, par exemple dans le cours de Luc Blanchet : 

 

https://www2.iap.fr/users/blanchet/images/coursRG.pdf 

 

Chapitre 5- paragraphe D, commençant p.36 dont quelques extraits (entre les barres d’étoiles) sont 

donnés ci-après. 

En relativité, on rappelle que la métrique s’écrit :    𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈 𝑑𝑥𝜇  𝑑𝑥𝜈  

 

****************************************************************************** 

Rappel de la définition des symboles de Christoffel 

  

 
 

Nous verrons que l’utilisation des équations de Lagrange avec le lagrangien « géodésique » permet 

de déterminer l’équation géodésique sans utiliser a priori les symboles de Christoffel. Ils vont 

apparaître naturellement dans le calcul. Considérons l’équation de Lagrange : 

 
******************************************************************************** 

: 

 

Développons l’équation de Lagrange (5.21) avec le lagrangien (5.22), où p est le paramètre 

dynamique (affine), qui remplace le temps de la mécanique classique, en relativité, d’une part : 

 
𝜕𝐿

𝜕(
𝑑𝑥µ

𝑑𝑝
)

=
1
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(𝑔µ𝜈) (

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑝
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𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑝
) = (𝑔µ𝜈) (
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On peut l’écrire sous les 2 formes car la forme de l’équation est : 
𝜕(𝑘.𝑥2)

𝜕𝑥
= 2. 𝑘𝑥 

D’autre part :  
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En insérant dans (5.21) 
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[g

𝜇𝜈
](

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑝
) + 𝑔𝜇𝜈(

𝑑2𝑥𝜇
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𝑑𝑥𝜇
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𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑝
)}=0   (5.23) 

https://www2.iap.fr/users/blanchet/images/coursRG.pdf


 

Dans la suite nous utiliserons les propriétés suivantes : La métrique est symétrique par rapport à ses 

indices gµν = gνµ, et un indice de sommation peut être renommé, puisque c’est un paramètre 

intermédiaire qui disparait à la fin. 
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En insérant dans l’équation (5.23) , l’équation elle peut s’écrire : 

 

1

2
[𝑔𝜇𝜈 (2

𝑑2𝑥𝜇

𝑑𝑝2
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)] = 0 

 

 

Il ne reste plus qu’à multiplier par la métrique inverse et effectuer pour faire disparaitre la métrique, 

en facteur avec les dérivées secondes.  

 

𝑔𝜌𝜆
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𝛿µ
𝜌
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𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑝
) ⟹

𝑑2𝑥𝜌

𝑑𝑝2
+ Γ𝜇𝜈
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On a utilisé la relation ρ =μ, pour que  𝛿µ
𝜌

 =1. L’expression de l’équation géodésique déduite des 

équations de Lagrange nous la présente sous la forme qui inclût la dérivée covariante. 

 

. 


