Les Trous noirs de la
famille de Kerr

Vous avez dit « Rotation »?
Pas si simple!

La phéenomenologie incroyable
des trous noirs de la famille de
Kerr.




Masse en rotation ?

Une solution de la RG est un univers.

Comment définir la rotation d'un univers?

Pas par rapport a un autre, car une solution de la RG
définit un univers et un seul!

Rotation « intrinseque » qui se traduit par certaines
caractéristiques structurelles propres

Converge en champ faible avec le concept classique de
rotation dans un espace de fond. Solution « post
Newtonienne » trouvée des 1918 (Thirring), mais la
solution globale a résisté 45 ans du fait de cette
approchelll
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1963: Kerr trouve une solution

De son propre aveu, Kerr n'avait pas réalisé I'importance de ses travaux a ce moment-la, comme en
témoigne I'article qu'il publie, trés court (une page et demi), et se concentrant uniquement sur des
aspects purement mathématiques

GRAVITATIONAL FIELD OF A SPINNING MASS AS AN EXAMPLE
OF ALGEBRAICALLY SPECIAL METRICS

Hoy P. Kerr*
University of Texas, Austin, Texas and Aerospace Ressarch Laboratories, Wright-Patterson Adlr Fores Basa, Ohio
{Recelved 26 July 1963}

Goldberg and Sacha® have proved that the alge—
brafcally special solutions of Einstein's empty-
space field equations are characterized by the
existence of a geodesic and shear-free ray con-
Eruence, ku . Among theae spaces are the plane-
fronted waves and the Robinson-Trautman metrics®
for which the congruence has nonvanishing diver=
gence, but is hypersurface ortha:pgnml,

In this note we shall prescnt the class of solu-
tions for which the congruence is diverging, and
is not necessarily hypersurface orthogonal. The
only previously known example of the general
case is the Newman, Unti, and Tamburino met-
rics,? which is of Petrov Type D), and possesses
a four-dimensional group of isometries.

I we introduce a complex null tetrad (f* is the
complex conjugate of £), with

ds® = BH* 4 Bl
then the coordinate system may be chosSen so that
t=Ply +ialde,
E=du +2RelRdi),
m =dy - 2Ref[(r - i) +iDA WL} +{rP,-'P

"'RE[P-!D‘.D* 1np+ﬁ¢jl+w}k; [1}

¥ nt

where { s a complex coordinate, a dot denotes
differentiation with respect to u, and the operator
D is defined by

D=a/af -0 bu.

P ig real, whereas 0 and s (which is defined to
be m, +im,]- are complex. They are all independ-
ent of the coordinate », A is defined by
A =TIm{PT20*0).
There are two nalural choices Lhal can be made
for the coordinate system. Either (A) P can be
chosen to be unity, in which case {3 is complex,

or (B} &2 can be taken pure ilmaginsry, with & dif-
ferent from unity. In case (A), the field equations

Are
(32 = D=0*00L) = Iauﬂﬂl’, (2)
Imipm - D*0=52) =0, (3)
D*m = 3mit. (4]

The second coordinate system is probably better,
but it gives more complicated field equations.

It will be observed that if s is zmero then the
field eguations are integrable. These spaces
correspond bto the Type=IT and null spaces with
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1963: Kerr trouve une solution

nonzera divergence., If o+ 0, then there are
certain integrability conditions which must be
satiafied by Eqs. {(2)-(4). These may be solved
for m as & function of  and its derivatives pro-
vided that either A or i} is nonzero. This ex-
pression for m may then be substituted back into
the field equations giving conditions on {3 and its
derivatives, from which further integrability
conditions are extracted.

If both A and {3 are zero, then we may trans-
form the metric to 2 coordinate system in which
@ is pure imaginary and P#1, with 3=F=0. The
field equations then béecome

o= o b HEE,
where ¢ is a real constant, and
P[P (InP)] = ic,

A, B, and 13, which are all independent of x and
¥, are determined by

iB =P v (P 20 /sat) - P a0 ez )v(lnp),
vE=icafnl/aL,
(Blaghd -im) =c0i,

If ¢ ig zero, then 8/ 8x is a

v=a* arai*.

where £ =E +inp-
Killing wector.

Among the solutions of these eguations, therae
is one which ls stationary (¢ =0) and also is axial-
1y symmetric., Like the Schwarzschild metric,
which it contains, it is Type D. Also, & is zero,
and m I8 8 real constant, the Schwarzschild
masgs. The metric is

ds?= (3" +a® cos®9 ) @0 " + 8in®0d ¢?) + 2 (du +a sinT0dg)
. 2
<l v sintod) - (1SR )

[+ o 8inBd @ ),

where @ is a real constant. This may be lrans-

Tormed to an asymptotically flat coordinate sys-
tem by the tranaformation

(= ia)e™ sind =x +iy,
the metric becoming

roosd =z, wu=lEr,

Zmr?
P e LU

(#® @k = xde +pdy ) rarlzdy = ydx)
#(r® +a®) (zdz +rdt). (5)
This function r is defined by
= (RZP=a¥rt=a%z¥=0, R¥P=x +yptez®

g0 that asymptotically » =& +OR ™). In this co-
ordinate system the solation is analytic every-
where, except at R =a, 2 =10,

If we expand the metric in Eq. (3) as a power
geries in m and g, assuming m to be of order
o and g of order one, and compare it with the
third-order Einstein-Infeld-Hoffmann approxima-
tion for a spinning particle, we find that » is the
Schwarzschild masa and pma the angular momen=
tum about the 2 axis. It has no higher order
multipole moments in this approximation. Since
there is no invariant definition of the moments in
the exact theory, one cannot say what they are,
except that they are samall. It would be desirable
to calculate an intérior solution bo gel more in-
sight into this.

ds®=dy® +ady® +dz¥-dt? +

*Bupported in part by U. 5. Alr Force through the
Aarospace Hesaarch Laboratory of the Office of Aero-
gpace Research.

\J. M. Goldberg and R, K. Sachs, Acta Phys. Polon.
22, 13 [1962).

. Robinaon and A. Trawtman, Proc. Hoy. Soc. (Lon-
don) AZEDL, 463 (1951).

*E. MNewman, L. Tamburine, aod T. Unti (to be pab-—
linhed).,
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362 Trous noirs et distorsions du temps

de I'implosion de I’étoile extrémement massive pouvait étre lui-
méme la source fournissant I’énergie du quasar, ne vint a personne
en 1963. Les trous noirs étaient encore mal connus a 1'époque
Wheeler n’avait pas encore forgé l'expression «trou noir
(chapitre v), Salpeter et Zeldovitch ne s’étaient pas encore rend
compte que du gaz tombant vers un trou noir pouvait chauffer e
rayonner avec une grande efficacité (chapitre vii), Penrose n’avai
pas encore découvert qu'un trou noir peut stocker jusqu’a 29 %
de sa masse sous forme d’énergie de rotation, et la libére;
(chapitre vir), I'dge d’or de la recherche sur les trous noirs n’avai
pas encore commencé.

L’idée que l'implosion d’une étoile pour former un trou noi
puisse fournir I’énergie des quasars était une rupture radicale avei
la tradition. C’était la premiére fois que les astronomes et les astro-
physiciens avaient éprouvé le besoin de faire appel aux effets d
la relativité générale pour expliquer un objet observé. Jusqu’ic
les relativistes avaient vécu dans un monde et les astronomes &
les astrophysiciens dans un autre. Leur isolement mutuel était
le point de se terminer.

Pour encourager le dialogue entre relativistes, astronomes
astrophysiciens, et pour catalyser le progrés dans I’étude des qua-
sars, une conférence de trois cents scientifiques se tint du 16 au
18 décembre 1963 2 Dallas, au Texas. Dans un discours d’apre!
banquet a ce Premier Symposium du Texas sur 1’astrophysiqu
relativiste, Thomas Gold, de l'université de Cornell, décrivit
situation en ne plaisantant qu’a moitié : « [Le mystére des quasar:
nous permet de suggérer que les relativistes et tout leur trav.
sophistiqué ne sont pas seulement de magnifiques ornement
culturels mais pourraient &tre réellement utiles a la science ! TAO
le monde est content : les relativistes, qui ont le sentiment d’ett
appréciés comme experts sur un sujet dont ils connaissaien
peine I'existence, les astrophysiciens, parce qu’ils ont agrandi .l
domaine, leur empire, en annexant un nouveau sujet, la relativi®es
générale. Tout cela est trés agréable, aussi souhaitons-nous que &
soit aussi la bonne voie. Comme ce serait dommage si NOY=
devions de nouveau renvoyer les relativistes a leurs chél
études ! » !

Les exposés se succédaient presque sans interruption
8 heures et demie du matin & 6 heures du soir, avec une he
pour déjeuner. Puis, de 6 heures du soir jusqu’a souvent 2 het

du matin, avaient lieu des discussions et des débats inform&fls-
milieu de ces exposés s’était glissée une courte présentation

La présentation de Kerrcete por k.

Thorne, Trous noirs et distorsions du temps, Champs/Fammarion)

Découvertes inattendues 363

dix minutes par un jeune mathématicien néo-zélandais, Roy Kerr,
inconnu des autres participants. Kerr venait de trouver sa solution
des équations de champ d’Einstein, celle qui devait, une décennie
plus tard, décrire toutes les propriétés d’un trou noir en rotation,
y compris leur capacité de stocker et de libérer de 1'énergie de
rotation, la solution qui se révélerait finalement, comme nous le
verrons plus loin, fondamentale pour expliguer 1'énergie des qua-
sars. En 1963, cependant, la solution de Kerr ne semblait a la
plupart des scientifiques étre rien d’autre qu’une curiosité mathé-
matique. Personne ne comprenait méme qu’elle décrivait un trou
noir, bien que Kerr spéculat qu’elle pouvait d’une certaine maniére
aider a comprendre |’effondrement des étoiles en rotation.

Les astronomes et les astrophysiciens étaient venus a Dallas
pour parler de quasars, ils n’étaient pas du tout intéressés par le
sujet mathématique ésotérique exposé par Kerr. Aussi, quand Kerr
se leva pour parler, beaucoup d’entre eux sortirent de la salle de
conférences pour aller au foyer discuter entre eux de leurs théories
favorites des quasars. D’autres, moins polis, restérent assis mais
discutérent a voix basse. Beaucoup d’autres s’assoupirent dans un
vain effort pour rattraper le déficit de sommeil di aux soirées
tardives passées a discuter science. Seuls une poignée de relati-
Vistes écoutaient, captivés.
~ C’en était trop pour Achille Papapetrou, I’un des meilleurs rela-
tivistes mondiaux. Quand Kerr eut terminé, Papapetrou demanda
l‘fl parole et se leva pour expliquer avec passion I’importance de
]_ﬂvancée de Kerr. Lui-méme, comme beaucoup d’autres relati-
Vvistes, avait cherché pendant trente ans une solution de ce type,
€n vain. Les astronomes et astrophysiciens acquiescérent poliment
¢t comme |’orateur suivant commengait & exposer une théorie sur
]‘5_5 quasars, ils concentrérent de nouveau leur attention et la réu-
Mon reprit son cours normal.

SOE‘ES f\nnées 60 \marqu@:rept un tournant da_ns'l’étude des radio-
‘eu:fJES.‘ Jus\que_—la, elle était totalemf_:nt dominée par !e.? observa-
Timeb! C est-a-dire les astronomes optiques et les phy;lclen% expé-
Commdleurs‘ observant_ en ondes radio, mamten_ant intégrés a la
COnnr-I‘]bum'mm astronomique sous Ie‘nc_uI_] de rarilwasrronom.es. La
moin; ution des astrophysncncns‘theonyc:‘lcr}s avait au contr}au‘.e ?te
Pour ]en-:, parce que les observations n ¢taient pas assez c}etalllees
il $ guider z_efﬁcacement dans la construction de théories. Leur

apport avait été de comprendre que les ondes radio étaient

Prody; & = .
duites par des électrons rapides tournant en spirale dans des
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® Fin1915: Einstein publie ses équations en deux temps:
Une version préliminaire limitée a g = -1 puis deux
semaines apres une version covariante générale.

® 1916: Schwarzschild partant de la version préliminaire
des équations publie sa solution qui est limitée a
|"extérieur de |"horizon.

® 1916: Son extension que nous appelons la solution de
Schwarzschild est en fait due a Droste, un éleve de
Lorentz!
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Haro sur les trous noirs |

® Lasingularité sur |'horizon pose bien des probleme:
aux tenants de cette nouvelle théorie. Le monde
scientifique est sceptiquel

V3

® En 1921, Paul Painlevé au nom de |' Académie des
sciences sonne la charge le premier. Il dénonce:

® « Les doctrines d'Einstein se réduiront a un corps de formules, qui sans la
contredire se fondra dans la science classique. Mais les principes ou
conseéquences philosophico-scientifiques qui ont été selon les jugements, le
miracle ou le scandale de la théorie de la relativité » ne subsisteront pas.

® Mais, sans s'en apercevoir, Painlevé établit la premiere
forme de cette métrigue sans singularité sur |"horizon,
ce qui au lieu d'enfoncer la théorie la dédouane de
cette « horreur »|

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 7



ACADEMIE DES SCIENCES.

SEANCE DU LUNDI 24 OCTOBRE 1921, .

PRESIDENCE DE M. Geoners LEMOINE,

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DI L’AGADEMIE.

MECANIQUE. ~ La Mécanique classigue et la théorie de la relativii,
Note de M. PavL Parstevi,

Te voudrais exposer britvement a I'Académie certaines conclusions d'une
éude eritique de la théorie dela relativité que jo publierai prochainement
el oll je compare les postulats de la théorie de la relativité (restreinte et
généralisée) aux postulals de la mécanique newtonienne, I'y discute notam-
ment la question de savoir §'il exisle ou non des gxes privil;‘gles' parmi tous
les modes de référence possibles, La mécanique newtonienne repose tout
entitre sur cet axiome, qu'on peat appeler Vaziome de causalité en méca-
nique :

« Il est possible, une fois pour toutes, et pour tout l'univers, de défintr une

mesure des longueurs, du temps, ot un triédre de référence tels que le principe

de causalilé soit vrar toujours el partout, » .

Antrement dit, considérons un systéme matériel dont chaque élément

© reste identique & soi-méme, et qui est trés éloigné dé tous les aulres COTps

matériels; si les conditions initiales (positions ct vitesses des éléments &
Tinstant considéré ¢,) se reproduisent transportées sewlement dans Vespace
et le temps, le méme mouvement se reproduira, au méme transport prés,
dans 'espace et le temps. : .

Une premitre conséquence, o'est que les lois du mouvement du sysiéme
ne dépendront pas explicitement du temps.

Une seconde conséquence, c'est Vawiome de la syméirte” (corollaire de
Taxiome de causalité). Si les conditions initiales présentent une symélrie

C G B 1gat, 2 Semestre. (T 173, N+ 17.) . 53

" L'article de Painlevé o

678 ACADEMIE DES SCIEKCES.

queleonque (par rapport & un plan, un axe ou un point}, la méme symétrie
persistera dans le mouvement.

_Cetaxiome de la symétrie entraine le principe de Képler ou de 'inertie
ctune foule d'autres conséquences capitales.

Si ces propriétés sont vraies quand on a adoplé un repérage espace-
temps convenable, elles ne le sont plus quand on lui substitue un repérage
arbitraive. Sous sa forme positive, le postulat fondamental de la doctrine
newtonienne, ¢’est qu’un tel repérage existe effectivement. Pour les new-
toniens, il correspond & une mesare da temps, des lorguears et des mouve-
ments absolus. Bornons-nous a appeler repérage privilegic.

Llexpérience a montré, par un prodigieux ensemble de vérifications,
aussi précises que le comportent nos mesures actuelles, qu'il existe effecii-
vement un repérage espace-temps possédant i la fois toutes les propriétés
attribuées @ priori par les newtoniens au repérage absolu. Aucun autre
repérage ne répond & ces axiomes, sauf ceux qui se déduisent du premier
par la substitution aux axes de nouveaux axes animés relativement aux
premiers d’une translation rectiligne et uaiforme; les axes privilegiés sont
ainsi détinis & une Lranslation rectiligne et uniforme prés.

Les doctrines d'Finstein, dont j'admire profondément U'audace de pensée
el la puissance construclive, conduiront-elles & abandonner définitivement
le postulat fondamental de la mécanique newtonienne? Je croisau contraive
guil subsistera de ces doctrines un corps de formules qui sans la contredire
se fondea dans la science classique, mais que ne subsisteront pas les prin-
cipes ou conséquences philosophico-scientifiques qui onl été, suivant les
jugements, le scandale ov Je miracle de la théorie de la relativité.

Lorsqu’on analyse les postulals el raisonnements qui ont conduit
Einstein 4 ses résultats positifs ('), on voit combien ils sonl imprégnés de
« newlonisme »

Insistons notamment sur la formule explicile de la gravitation dansle
cas d'un centreunigue (*). Cest lacélébre formule quia donné lieu aux deux
vérifications éelalantes : mouvement du pérhélie de Mercure, déviation
d’un rayon lumineux au voisinage du Soleil. .

Jtapportons le monvement de I'elément gravitant 4 des axes Ozys ayant

(1) Cette analyse sera dévelappee dans une Note prochaine.

(®) Cette remarque a déja élé faile” par plusieurs autenrs, notamment par
M. Le Roux, dans d'intéressantes Communications (Comples readus, t. 172, 1921,
p- 1237, 1467).
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le centre matériel comme origine O. Pour un newtonien, si ces axes sont
des axes absolus, les équations différentielles du mouvement doivent étre
indépendantes du temps et symétriques autour du centre O; mais si le
centre O est animé d’un mouvement absolu varié, ou si les axes tournent
par rapport aux éloiles, il nen est plus ainsi. Or, pour arriver i leur loi
explicite de gravitalion, les einsteiniens doivenl admettre o priori que, le
temps ¢ et les coordonnées polairess, §, o élant mesurées & la maniére *
ordinaire, leur formule fondamentale doit we pas dépendre explicilement
du temps et doit étre dissyméirique par rapport a r,, 9 autour de I'origine.
Or cetle hypothese n'est vraie que si les axes Omys sont des axes privi-
1égiés au sens newtonien et présuppose par conséquent I'existence de tels
axes. Celte hypothése admise, les einsteiniens parviennent au ds* (& quatre
variables) aujourd’hui célébre, dont les géodésiques définissent dans leur
théorie le mouvement du point gravitant, a savoir
(1) dst=de (I — ?) — rE (B sint 6 dg?) — Fmﬂzﬂ

”

1}

a désignant une constante arbitrairc que déterminera la masse du centre
matériel O,

Mais ce ds* n'est pas le seul qui réponde A toutes les conditions gin-
steiniennes. Il en est une infinité d'autres dépendant de deux fonctions de »
et le choix de la formule (1) entre toutes ces formules esl purement arhi-
traire, Parmi ces formules il en est d'aussi simpleé que la formule (1) et
qui entrainent exactement les mémes vérifications. Telle celle-ci :

(2} t'ﬁ":dtg(l—%\.+2dﬁ'dl\/c’i_—d7’,
/
avec B
dot=dr® 4 [ diF + sin®ldy? |
(ds” enclidien & trois dimensions). .

Or on sait que pour les einsteiniens, le d* a une signification mystique
et universelle, contraignant tous les phénoménes i se couler dans une sorte
de forme espace-temps comme P'ean dans un vase. D'une formule déduite ds
I'étude du mouvement des corps gravitants et de la propagation de la
lumiére, ils pensent déduire des conséquences relatives aux phénoméenes
immobiles ou quasi immobiles. Cest ainsi que de la formule (1) ils
concluent : . : -

1° Que les vibrations lumineuses d'un méme atome doivent étre plus



;{‘»z -
2K Et puis Lemaitre est arrivé

® En 1932 dans son article «|'Univers en expansion »,
Lemaitre établit de fagon magistrale une solution sans
singularité sur |'horizon en considérant le trou noir
comme un cas particulier d'univers en expansion!

® T| établit au passage la solution de Painlevé (qu'il ne
connaissait pas) avec constante cosmologique en primel

* Tl va méme plus loin puisque ces équations décrivent en
fait la solution complete a 4 régions, ce que
malheureusement il ne reconndit pasll Il faudra
attendre encore 30 ans (Kruskal) pour cela!™:synge ra sgatement

établi en 1950, mais toujours sans en réaliser la portée)
Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 9



L'article de Lemaitre (1932)

PUBLICATIONS

DU LABORATOIRE

D'ASTRONOMIE ET DE GEODESIE

DE L'UNIVERSITE DE LOUVAIN

SEeRETAIRE : M. G. LEMAITRE

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES

Vol. IX (N* 85 et 86)
1932

LOUVAIN
1933

L’Univers en expansion

par M. UAbbé Lemaitre (1)

INTRODUCTION ET RESUME

Nous ne nous proposons pas dans ce travail de discuter les hypothe
sur lesquelles se fonde la théorie de I'expansion de I'Univers, n
valeur des confirmations astronomiques qui l'étayent. Une telle discuss
nous parait actuellement prématurée ¢t ne pourrait certes pas arrive
des conclusions définitives dans I'état actuel de la théorie et des ob:
vations.

La théorie peut étre développée de deux facons : par I'étude de soluti
exactes des équations de la gravitation, lournissant des modeéles simplif
ou par le développement approché de la solution de problémes plus ¢
plexes. Il nous parait utile de ne pas mélanger ces deux méthodes, et d
ce travail nous ne nous occuperons que de solutions mathématiquem
exactes. Lorsque nons voudrons les appliquer aux problémes réels, n
aurons a faire appel a I'intuition physique pour réduire un probléme t
complexe 4 un modéle simplifié, dont nous avons la solution. Plusie
de nos résnlwats semblent pouvoir servir de points de départ a
méthodes de développement en série que nous espérons traiter dans
travail ultérienr.

Dans les deux premiers paragraphes, nous donnons en détail les calc
de tensenrs, dont nons anrons hesoin, et gue nous résumons au § 3,
introdnisant des notations qui mettent en évidence I'analogie des résul
relativistes avec lex formules classiques.

Nous introduisons easuite la notion de champ guasi-statique qui ¢
met de généralizer immédiatement des solutions statiques connues e
permettant des variations adiabatiques. Nous donnons une solution p
bablement nouvelle.pour le cas d'une sphére a pression radiale constar
et nous en servons pour metlre en évidence le paradoxe de Schwarzsel
et montrer que la limitation plas sévére du rayon d’nine masse doni
introduite par la solution du problime intérieur s’évanouit lorsqu

(') ANNALES DE LA SOCIETE SC
Sciences mathématiques, p. 51.

ENTIFIQUE DE BRUNELLES, t. L (1933), Série
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n’impose pas & la matiére la condition d’étre i I’état fluide. Nous décrivons
une mise en charge de I'univers d’Einstein, supposé fluide oa la masse
propre de I'univers diminue sans que le volume varie, ni équilibre soit
troublé.

Au $ 6, nous résumons en les complélant des résultals oblenns dans
notre thése de doctorat (non publide) présentée en 1927 an Massachusetls
lustitute ol Technology et relaiil une modification proposée par
Eddington au probléme intérieur de Schwarzschild.

Le § 7 est relalil a Uintluence de la formation de condensalions locales
sar la rupture de 1'équilibre d'on univers d'Einstein : nous retrouvons
notre résultat (L N, 91-1931-490) que la pression & la zone neutre est le
facteur déterminant de la rupture d'équilibre en éliminant les complica-
tions technigues qui encombraient notre démonstration primitive.

Au § 8, nous étndions le développement de condensations sphériques
dans 'univers en expansion, dans 'hypothése ot la pression est négligeable
el retrouvons comme cas parliculier Uunivers de Friedmann.

Nous intégrons ensuile, § 9, I'équation de Friedmann par les fonctions
elliptiques de \Weierstrass et mettons lex équations sous une forme adaptée
aux calculs numériques.

Au § 10, nous introduisons I'hypothése que les amas de nébuleuses sont
en équilibre. Cetle hypothése peut étre vérifiée par I'observation, et le
résultat est favorable. On obtient comme masse moyenne des nébuleuses
7 x 10° fois la masse du soleil et comme coefficient d’expansion de I'uni-
vers 3.

Nous indiquons comment cette nouvelle hypothése pourrait dooner une
signification cosmique 4 la fréquence relative des amas el des nébuleuses
isolées et lever ainsi indélermination qui subsiste dans la loi de 'expan-
sion. Nous calculons ensuite dans diverses hypothéses, la durée de I'ex-
pansion et le rayon de l'univers.

’hypothése de I’équilibre des nébuleuses semble exclure le cas critique
pour lequel le rayon d’équilibre dépasserait de beaucoup le milliard d’an-
nées de lumiére. Nous élublissons le résultat que dans ce cas critique la
distance 4 'instant d'équilibre des points les plus éloignés qui peuvent
échanger de [a lumiére au cours de I'expansion est encore de quelques
milliards d’années de lumiére.

Au § 19, nous écartons une contradiction apparente entre la théorie de
Friedmann et la solution du probléme extérieur de Schwarzschild. IVaprés
cette derniére, une masse lelle que celle de 'univers ne pourrait avoir un
rayon inférieur & un milliard d’anuées de lumiére. Nous montrons que
la singularité du probléme extérieur de Schwarzschild est une singularité
apparente due au fait que I'on a imposé une solution statique et quelle
peut étre éliminée par un changement de coordonnées.
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Pourquoi la solution a éteé
difficile a trouver?

La structure des TN n'a été vraiment comprise que
dans les années 60.

Les méthodes utilisées avec succes précédemment ont
échoué a décrire un TN «en rotation» pour la raison
indiquée au début.

Il a fallu attendre |'apparition de nouvelles méthodes
plus formelles (Classification de Petrov, topologie).

Les physiciens ont cédé la place aux mathématiciens en
RG.

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 11



La classification de Petrov -1

® Classer les types d'espace temps vides en RG

® Un espace temps vide est caractérisé par le
tenseur de Weyl (tenseur conforme).

® Tl faut donc déterminer les niveaux de symétrie de
ce tenseur.

® Considéré comme un opérateur agissant sur des
tenseurs d'ordre deux, cela revient a en
déterminer le nombre de valeurs propres.

® On peut avoir de 1 a 4 valeurs propres différentes
dont les combmalsons donnent:

s de Kerr-20/09/08, J. Fric 12



La classification de Petrov -2

* Type I : Quatre directions principales nulles,

**Type II: Une direction double et deux
directions simples principales nulles,

* *Type D : Deux directions doubles nulles,

* *Type III: Une direction triple une direction
simple principale nulles,

* *Type N: Une direction quadruple principale nulle,
* *Type O : Le tenseur de Weyl s'annule.

° Les types mar UéS d'une GSTéI“iS ue * sont dH’ « Gl ébl"i uement s éCiGLIX »>,
Y 9
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Classification de Petrov -3

Interprétation physique

En Relativité Générale les différents types de Pétrov algébriquement spéciaux peuvent
s'interpréter physiquement, la classification résultante étant quelquefois appelée la
classification des champs gravitationnels.

Les régions de type D sont associées aux champs gravitationnels d'objets massifs isolés,
comme les étoiles. Plus précisément le type D est associé au champ gravitationnel d'un objet
qui est completement caractérisé par sa masse et son moment angulaire (Un objet plus général
a des moments multipolaires d'ordre plus élevés non nuls). Les deux directions nulles
principales définissent les congruences nulles radiales entrantes et sortantes pres de l'objet
qui est la source du champ.

Le tenseur gravitoélectrique (tenseur de marée) dans une région de type D ressemble
beaucoup a son cousin Newtonien décrit par un potentiel gravitationnel de type Coulombien. Un
tel champ de marée se traduit par une élongation dans une direction et une compression dans
les directions orthogonales, les valeurs propres ont le profil (-2,1,1). Par exemple une capsule
spatiale en orbite autour de la Terre subit une élongation radiale minuscule et une compression

minuscule dans les directions orthogonales. Le champ de marée décroit en 0(r'3), comme en
mécanique Newtonienne ol r est la distance a l'objet.

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 14



La solution de Kerr e

® Kerr a effectué une recherche systématique de
solutions dans le vide de type D de Petrov dont le
tenseur métrique g est la somme du tenseur d’espace

plat et du produit tensoriel d'un vecteur nul / par

lui méme, donc une solution de la forme:
9,~n*1.

u v
® C'est donc en utilisant les propriétés structurelles du
tenseur de Weyl et en élargissant la recherche aux
solutions ou les hypersurfaces sont non orthogonales
aux congruences (ce qui était original) que Kerr a
trouvé sa solution stationnaire.

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 15



Représentation de la solution

axe de rotation

— Vers anti-univers:

Horizon
It ereut

hiorizaon
exterieur

limite 7
statigue ‘

masse positive

masse négative

Notre Univers

nrumiana
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Régions et diagrammes du TN

Tore de la machine temporelle

Bl

singularité

futur oo

horizon
~, extérieur

wiivers 2

Equator

horizon
~ extérieur




Les invariants de la solution

® Solution stationnaire: invariant dans le temps,
I"énergie sur une géodésique est conservée. Vecteur
de Killing K

® Solution a symétrie axiale: invariant par les
rotations autour de |'axe de rotation, le moment
angulaire est conservé sur une géodésique: Vecteur

de Killing L,
® Tnvariant métrique.

® Tnvariant « surprise » de B.Carter: Tenseur de
Ki I I ing o Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 18



Symétrie des équations :

® Symétrie évidente des équations (sauf pour e dans la
métrigue):
® Tnvariance par inversion r/-r et m/-m et e/-e (produits m.r,
et e.r, edr).
ds?= p’A~1dr* 4 p*d 024 p2 si®8 adi— (P +al)d & 2
—p2A[di—a sin?dg b
pr=r*+a? cos?,
A=r2—2mr4a®+ €
F=2ep4(r"—a® cos’@)dr a[di—a sin?i d &
—dep—tar cost sinfdf A [adi— (ri+at)d @]
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Equation géodésique axiale

® L'équation géodésique sur l'axe (particule neutre):
® d?r/dt? = (-GMr?+c?e?r +6Ma?®)/(r?+a?)?

[Espace .
P Acfiion dg la Masse Br>d
Action ¢e la eharge
A@ﬁﬂ@% du Spim =0
;
At Espace
r<0

 /
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Equation géodésique axiale

Potentiel sur I'axe de TN de Kerr(Newman). Barriere de

potentiel énorme en général. Une particule lachée a I'infini

1.6 T — ! T
V1: Potentiel axial TN Kerr Newman, a = 0.7M, Q = 0.7M
/\ V V2: Potentiel axial TN Kerr, a=M
1.4 ¢ / \ eff as potentiel asymptotique
py \
A2 = \
\
|
A r == ll'
\
|
o | '.I
: Vs (dr/dT)? + V= e22m? |
|
\
0.6 | (e
! \ :
0.4 5
‘ |||I SR = e
L2 - e
0] o
0.2 1

sans vitesse ni moment angulaire ne va pas traverser r = 0.

-2
Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric
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Symétrie univers/anti-univers | :

Anti univers: la masse génere un champ gravitationnel
asymptotiquement répulsif.

Diversité d'interactions: paires, impaires, attractives,
répulsives a courte et longue portée.

Symétrie des interactions sur |'axe (sauf pour I'action de la
charge sur une particule neutre).

Dans |'univers sur I'axe, |'attraction (liee a la masse) est
dominante a grande distance, la répulsion (liée a la rotation) a
courte distance. Ceci est paradoxal car sur I'axe, on pourrait
supposer que |'action de la rotation est nulle!

Rappelons toutefois la dissymétrie phénoménologique
univers/anti-univers (pas d'horizons dans |'anti-univers,..)

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 22



Géodésiques équatoriales

® (Géodésique radiale: Une particule de test lachée sans
vitesse ni moment angulaire dans le plan équatorial va
décrire une trajectoire qui va spiraler avant de percuter
|"anneau singulier central. Paradoxalement la rotation du TN
n'a pas d'effet répulsif (pas de « force centrifuge ») au
contrairel

® OQOrbites circulaires. La rotation du TN différentie les
orbites en co-rotation de celles en contre rotation. Pour un
TN critique |'orbite stable de rayon minimum est au niveau
de I'horizon en co-rotation et neuf fois plus loin en contre
rotation!

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 23



Approche par I'équateur: On tourne!

Chute libre vers un TN de Kerr

Trou noir de Kerr Extrémal
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Autres géodésiques équa

(B.O'Neil, Kerr space Time, AK Peters)

FIGURE 429, A timelike flyby orbit in the equatorial plane, with parameters M = 1,
a*=84,e=E>—1=1,L =42 Thecircle represents the outer horizon r = r, = 1.4,
so the orbit is in the Kerr exterior. The orbit is direct with rini &2 2.16. Analogous retrograde
orbits would require L < —8.5.

al a3

FIGURE 4.30. A timelike bound exterior orbit in the equatorial plane. (Parameters: M = 1,
a® = 84,e = E? — 1 = —.1, L = 3.1.) The circle represents the outer horizon r = r, =
1.4. Three apcenters and two pericenters are shown: al, pl, a2, p2, a3, with ry, & 5.35
and ryax & 13.25. The pericenter advance from pl to p2 is about 142°.

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric
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Or'bi.l.es POIaireS(B.O'NeiI, Kerr space time,

il
out
5 -2 out
=
2-3
- o Fmin Frin
3 .
3-4 1
Axis projection in
equatorial axis
in
R

FIGURE 4.25. A timelike flyby polar orbit that meets the Axis four times. (Parameters:
M= LI, a*= .84 K =125> K ~ 15, with £2 = 1.13456, very closc to Dy (ry) =
1.3484.) The distant Axis crossings 1,4 are at r ~ 18.7, the inner crossings 2, 3 at r 7 3.6,
with r, & 3.14.
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Apparence d'un TN de Kerr

(J. Bardeen Time like and null geodesics in Kerr Metric)

FFigure 6. The apparent shape of an extreme (g = m) Kerr black hole as seen by a di§tant
observer in the equatorial plane, if the black hole is in front of a source of illumination
with an angular size larger than that of the black hole.

Vue de dessus, le TN « tourne » dans le sens trigonométrique,

Vue de face: la source est derriere le TN l'observateur est en bas de la figure.

L'observateur voit tourner le TN de gauche a droite. La dissymétrie est liée a cette rotation. Sur la droite

les photons venant de derriére sont en contre rotation (I'orbite limite de non capture est plus au large
que sur la gauche ou les photons sont en co-rotation!
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Energie négative dans Ergosphére

e Energie conservee sur une géodésique:£ =-K p*=
m(1-26M/r) dt/dr + 2sin?6.m(GMa/r)d®/dr

e Dans I'ergosphere le vecteur K est de type
espace, on alors peut imaginer que -K p* < 0.
L 'énergie (totale) d'une particule peut tre
négativel

® Possibilité d'extraire de |'énergie, jusqu'a 29%
pour un TN de Kerr critique par le procédé de
Penrose.

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 29



L'électron de Kerr-Newman |:

Le facteur gyromagnétique: g défini par : y = g.J(q9/2m) d'un
TN de Kerr Newman vaut 2 (comme |'électron), alors qu'il
vaut 1 en mécanique classique. y est le moment magnétique,
J le moment cinétique, q la charge et m la masse.

On peut alors définir un TN de Kerr Newman de parametres
de charge, spin et masse de I'électron

Solution sans horizons (fast Kerr): Violation de conjecture
de censure cosmique: Réalité physique ?

Taille du TN: rayon de Compton de I'électron (rotation).
(Sans rotation: 10-22p)

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 30



Le 4éme invariant de Carter K, |

* L'équation de Hamilton Jacobi ¢’ = +m?ci=0 ol s est une
action dérivée du Lagrangien | dr'de Se sépare
miraculeusement. L=38 G 4

® Ceci est révélateur d'une symétrie des espaces temps de type
D liée a I'existence d'un tenseur de Killing K .

* L'invariant est quadratique vis-a-vis de I lmpulsmn Le scalaire
défini par K, p* p*est égal a une constante K.

® La valeur complexe de cet invariant K= K_-m®c?a? +(c.a -l)?
met en évidence le caractere non inertiel des coordonnées de
Boyer Lindquist.

® L'interprétation physique a la limite Newtonienne montre un
centre de symétrie particulier a chaque point et un couplage
moment angulaire énergie par |'espace temps en « rotation ».

Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 31



Le 4éme invariant de Carter K, | ::

In order to tackle the general case, a fourth first
integral of the motion is needed which cannot come
from the obvious symmetries of the metric. However,
it turns out that it is possible to obtain such an integral
by taking advantage of the unexpected fact that the
Hamilton-Jacobi equation can be solved by separation
of variables in the coordinate svstem (1), and with the

choice of gauge (37). (The method would also work in
in the Boyer-Lindquist coordinates with the analogous
choice of vector potential, but a transformation in-
volving the nonignorable coordinates r, # would destroy
the separability.)

B. Carter : Global structure of the Kerr
family gravitationnal fields. Phys. Rev 1968

K=K_- +(c.a —I)?

) € p 2 1/2
Figure 1. K=M;— 2!.‘1&3{(—1)—{(—1) _1] }
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La machine temporelle :

® T| existe une Zone ou 2 dimensions sont de type temps.

® Cette zone de topologie torique bordée en son intérieur
par la singularité, entierement dans l'anti univers pour
Kerr, débordant dans I'univers pour Kerr Newman, est
entierement en région ITI (sous I'horizon interne de
Cauchy)

® Délimitée par hypersurface singuliere ou la vitesse de
rotation de I'espace devient infinie et ou le sens de
rotation en contre rotation s'inverse de fagon
discontinue. s i de Kerr-20108108, . Fri -
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Décrivons une boucle temporelle

Partant de la région de Type I, il faut se rendre sur
I'axe, @ bonne distance du TN.

Il faut acquérir une énergie cinétique proche de
I'énergie de masse pour franchir la barriéere de
potentiel.

Ayant atteint la région ITI ( en supposant qu'on a
survécu au blueshift sur r-), on décrit des orbites
circulaires dans la machine temporelle.

Méme dans un cas tres favorable ( TN trés massif,
critique), on subit des accélérations énormes > 10”7 m/s*?
pour M=a = 107 M.solaires, ce qui conduit a des solutions
irréalistes.
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Violation causalité

® T| est également possible de « remonter » le temps en
tournant en sens contraire de a.

® Alors dans toute la région ITI, en orbitant dans la zone
critique pour se constituer un capital temps négatif et
en voyageant a une vitesse proche de la lumiere, il est
possible qu'un point événement A soit a la fois dans le
passé et le futur d'un autre point évenement B.

® | a Causalité est violée de
fagon la plus flagrante.

@@,@
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Réalité physique de ces boucles| 2::

On peut douter de la réalité physique de ces boucles
temporelles en objectant:

La région de type III n'est pas physique.

On ne respecte pas I'hypotheése de corps de test ne
perturbant pas le champ.

Les coordonnées n'ont pas de sens physique ( Il y a bien
des boucles, mais elles n'ont pas de caracteére
physique). En particulier les coordonnées de Boyer
Lindquist non inertielles n'ont pas de caractere
physique: observables?
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La solution de C.Doran (2000)

Doran propose une forme qui est |'équivalent pour le probleme de
Kerr de la forme de Painlevé pour le probleme de Schwarzschild.
La coordonnée temps t+ est le temps propre d'un observateur en
chute libre radiale et la coordonnée radiale &+ correspond a la
rotation associée de cet observateur (cordonnées inertielles).

La métriqgue prend alors une forme plus simple (pseudo
minkowsienne) en particulier en coordonnées « cartésiennes ».

Cette forme est utilisée dans le « modele de la riviere » par A.
Hamilton et J.Lisle (2006). Ce modele décrit |'espace temps
comme une riviere s écoulant dans un espace de fond newtonien,
les particules de test se mouvant dans et par rapport a cette
riviere conformément aux lois de la RR (dans la tétrade co-mobile)

Cette riviere est caractérisée par un champ décrit par le gradient
ordinaire dans la base tétradique d'un tenseur bi-covariant.
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Distorsion dans un TN de Kerr
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Conclusion

Un objet tres simple (3 parametres) —une géométrie qui donne
naissance a une phénoménologie trés diversifiée, d'ou émergent
bon nombre de modeles rencontrés en physique: parametres
fondamentaux?

Modele électron/positron, masse gravitationnelle positron
négative = renversement du temps: Modele de Wheeler (un
positron est un électron qui remonte le cours du temps)?

Probleme de la machine temporelle encore mal expliqué
physiquement: Pb coordonnée temps!

Caractere stationnaire de la solution, pas simple a représenter.
Solution plus explicite par utilisation de coordonnées inertielles.

La causalité est de nature conforme.
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