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Les Trous noirs de la 
famille de Kerr

Vous avez dit « Rotation »?
Pas si simple!

La phénoménologie incroyable 
des trous noirs de la famille de 

Kerr.
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Masse en rotation ?
 Une solution de la RG est un univers.
 Comment définir la rotation d'un univers?
 Pas par rapport à un autre, car une solution de la RG 

définit un univers et un seul!
 Rotation « intrinsèque » qui se traduit par certaines 

caractéristiques structurelles propres 
 Converge en champ faible avec le concept classique de 

rotation dans un espace de fond. Solution « post 
Newtonienne » trouvée dès 1918 (Thirring), mais la 
solution globale a résisté 45 ans du fait de cette 
approche!!!
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1963: Kerr trouve une solution
De son propre aveu, Kerr n'avait pas réalisé l'importance de ses travaux à ce moment-là, comme en 
témoigne l'article qu'il publie, très court (une page et demi), et se concentrant uniquement sur des 
aspects purement mathématiques 
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1963: Kerr trouve une solution
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La présentation de Kerr(relatée par K. 
Thorne, Trous noirs et distorsions du temps, Champs/Fammarion)
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Résumé des épisodes 
précédents.

 Fin1915: Einstein publie ses équations en deux temps: 
Une version préliminaire limitée à g = -1 puis deux 
semaines après une version covariante générale.

 1916: Schwarzschild partant de la version préliminaire 
des équations publie sa solution qui est limitée à 
l'extérieur de l'horizon.  

 1916: Son extension que nous appelons la solution de 
Schwarzschild est en fait due à Droste, un élève de 
Lorentz!
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Haro sur les trous noirs !
 La singularité sur l'horizon pose bien des problèmes  

aux tenants de cette nouvelle théorie. Le monde 
scientifique est sceptique!

 En 1921, Paul Painlevé au nom de l'Académie des 
sciences sonne la charge le premier. Il dénonce:

 « Les doctrines d'Einstein se réduiront à un corps de formules, qui sans la 
contredire se fondra dans la science classique. Mais les principes ou 
conséquences philosophico-scientifiques qui ont été selon les jugements, le 
miracle ou le scandale de la théorie de la relativité » ne subsisteront pas.

 Mais, sans s'en apercevoir, Painlevé établit la première 
forme de cette métrique sans singularité sur l'horizon, 
ce qui au lieu d'enfoncer la théorie la dédouane de 
cette « horreur »!
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L'article de Painlevé 
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Et puis Lemaître est arrivé!

 En 1932 dans son article « l'Univers en expansion », 
Lemaître établit de façon magistrale une solution sans 
singularité sur l'horizon en considérant le trou noir 
comme un cas particulier d'univers en expansion!

 Il établit au passage la solution de Painlevé (qu'il ne 
connaissait pas) avec constante cosmologique en prime!

 Il va même plus loin puisque ces équations décrivent en 
fait la solution complète à 4 régions, ce que 
malheureusement il ne reconnaît pas!! Il faudra 
attendre encore 30 ans (Kruskal) pour cela!**(Synge l'a également 
établi en 1950,  mais toujours sans en réaliser la portée) 
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L'article de Lemaître (1932)
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Pourquoi la solution a été 
difficile à trouver?

 La structure des TN n'a été vraiment comprise que 
dans les années 60.

 Les méthodes utilisées avec succès précédemment ont 
échoué à décrire un TN «en rotation» pour la raison 
indiquée au début.

 Il a fallu attendre l'apparition de nouvelles méthodes 
plus formelles (Classification de Petrov, topologie).

 Les physiciens ont cédé la place aux mathématiciens en 
RG.
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La classification de Petrov -1
 Classer les types d'espace temps vides en RG
 Un espace temps vide est caractérisé par le 

tenseur de Weyl (tenseur conforme).
 Il faut donc déterminer les niveaux de symétrie de 

ce tenseur.
 Considéré comme un opérateur agissant sur des 

tenseurs d'ordre deux, cela revient à en 
déterminer le nombre de valeurs propres.

 On peut avoir de 1 à 4 valeurs propres différentes 
dont les combinaisons donnent: 
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La classification de Petrov -2

● Type I  : Quatre directions principales nulles,
● *Type II : Une direction double et deux 

directions simples principales nulles,
● *Type D  : Deux directions doubles nulles,
● *Type III: Une direction triple une direction 

simple principale nulles,
● *Type N: Une direction quadruple principale nulle,
● *Type O  : Le tenseur de Weyl s’annule.
● Les types marqués d'une astérisque (*)  sont dit « algébriquement spéciaux ».
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Classification de Petrov -3
 Interprétation physique
 En Relativité Générale les différents types de Pétrov algébriquement spéciaux peuvent 

s’interpréter physiquement, la classification résultante étant quelquefois appelée la 
classification des champs gravitationnels.

 Les régions de  type D  sont associées aux champs gravitationnels d’objets massifs isolés, 
comme les étoiles. Plus précisément le type D  est associé au champ gravitationnel d’un objet 
qui est complètement caractérisé par sa masse et son moment angulaire (Un objet plus général 
a  des moments multipolaires d’ordre plus élevés non nuls). Les deux directions nulles 
principales définissent les congruences nulles radiales entrantes et sortantes près de l’objet 
qui est la source du champ.

 Le tenseur gravitoélectrique (tenseur de marée) dans une région de type D  ressemble 
beaucoup à son cousin Newtonien décrit par un potentiel gravitationnel de type Coulombien. Un 
tel champ de marée se traduit par une élongation dans une direction et une compression dans 
les directions orthogonales, les valeurs propres ont le profil (-2,1,1). Par exemple une capsule 
spatiale en orbite autour de la Terre subit une élongation radiale minuscule et une compression 

minuscule dans les directions orthogonales. Le champ de marée décroît en O(r−3), comme en 
mécanique Newtonienne où  r est la distance à l’objet.
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La solution de Kerr
 Kerr a effectué une recherche systématique de 

solutions dans le vide de type D de Petrov dont le 
tenseur métrique gμν est la somme du tenseur d'espace 
plat ημν  

et du produit tensoriel d'un vecteur nul lμ par 
lui même, donc une solution de la forme: 

gμν=ημν+lμlν. 
 C'est donc en utilisant les propriétés structurelles du 

tenseur de Weyl et en élargissant la recherche aux 
solutions où les hypersurfaces sont non orthogonales 
aux congruences (ce qui était original) que Kerr a 
trouvé sa solution stationnaire. 
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Représentation de la solution

Vers anti-univers:
 (r < 0)

Notre Univers
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Régions et diagrammes du TN
Tore de la machine temporelle

r  = - ∞
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Les invariants de la solution
 Solution stationnaire: invariant dans le temps, 

l'énergie sur une géodésique est conservée. Vecteur 
de Killing Kµ.

 Solution à symétrie axiale: invariant par les 
rotations autour de l'axe de rotation, le moment 
angulaire est conservé sur une géodésique: Vecteur 
de Killing Lµ.

 Invariant métrique.
 Invariant « surprise » de B.Carter: Tenseur de 

Killing.
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Symétrie des équations

 Symétrie évidente des équations (sauf pour e dans la 
métrique):

 Invariance par inversion r/-r et m/-m et e/-e (produits m.r, 
et e.r, e.dr).
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Equation géodésique axiale

 L’équation géodésique sur l’axe (particule neutre):
 d²r/dτ² = ( -GMr²+ c²e²r +GMa²)/(r²+a²)²
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Equation géodésique axiale
 Potentiel sur l’axe de TN de Kerr(Newman).  Barrière de 

potentiel énorme en général. Une particule lâchée à l'infini 
sans vitesse ni moment angulaire ne va pas traverser r = 0.

½ (dr/dτ)² + Veff = e²/2m²

r

Veff
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Symétrie univers/anti-univers
 Anti univers: la masse génère un champ gravitationnel 

asymptotiquement répulsif.
 Diversité d’interactions: paires, impaires, attractives, 

répulsives à courte et longue portée.
 Symétrie des interactions sur l'axe (sauf pour l'action de la 

charge sur une particule neutre).
 Dans l'univers sur l'axe, l'attraction (liée à la masse) est 

dominante à grande distance, la répulsion (liée à la rotation) à 
courte distance. Ceci est paradoxal car sur l'axe, on pourrait 
supposer que l'action de la rotation est nulle!

 Rappelons toutefois la dissymétrie phénoménologique 
univers/anti-univers (pas d'horizons dans l'anti-univers,..)
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Géodésiques équatoriales

 Géodésique radiale: Une particule de test lâchée sans 
vitesse ni moment angulaire dans le plan équatorial va 
décrire une trajectoire qui va spiraler avant de percuter 
l'anneau singulier central. Paradoxalement la rotation du TN 
n'a pas d'effet répulsif (pas de « force centrifuge ») au 
contraire! 

 Orbites circulaires. La rotation du TN différentie les 
orbites en co-rotation de celles en contre rotation. Pour un 
TN critique l'orbite stable de rayon minimum est au niveau 
de l'horizon en co-rotation et neuf fois plus loin en contre 
rotation!
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Chute libre vers un TN de Kerr
Approche par l’équateur: On tourne!Approche par l’équateur: On tourne!
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Equations géodésiques τ(r)
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Autres géodésiques équatoriales 
(B.O'Neil, Kerr space Time, AK Peters)
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Orbites polaires(B.O'Neil, Kerr space time, AK Peters)
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Apparence d'un TN de Kerr 
(J. Bardeen Time like and null geodesics in Kerr Metric)

L'observateur voit tourner le TN de gauche à droite. La dissymétrie est liée à cette rotation. Sur la droite
 les photons venant  de derrière sont en contre rotation  (l'orbite limite de non capture est plus au large 
que sur la gauche où les photons sont en co-rotation!

Vue de face: la source est derrière le TN
Vue de dessus, le TN « tourne » dans le sens trigonométrique, 
l'observateur est en bas de la figure.
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Energie négative dans Ergosphère

 Energie conservée sur une géodésique:E =-Kµ p
µ =  

m(1-2GM/r) dt/dτ + 2sin²θ.m(GMa/r)dΦ/dτ 
 Dans l'ergosphère le vecteur K

µ
 est de type 

espace, on alors peut imaginer que -Kµ p
µ < 0. 

L'énergie (totale) d'une particule peut être 
négative!

 Possibilité d'extraire de l'énergie, jusqu'à 29% 
pour un TN de Kerr critique par le procédé de 
Penrose.
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L’électron de Kerr-Newman
 Le facteur gyromagnétique: g défini par : µ = g.J(q/2m) d’un 

TN de Kerr Newman vaut 2 (comme l'électron), alors qu'il 
vaut 1 en mécanique classique. µ est le moment magnétique,  
J le moment cinétique, q la charge et m la masse.

 On peut alors définir un TN de Kerr Newman de paramètres 
de charge, spin et masse de l’électron

 Solution sans horizons (fast Kerr): Violation de conjecture 
de censure cosmique: Réalité physique ?

 Taille du TN: rayon de Compton de l’électron (rotation). 
(Sans rotation: 10-22 lp)
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Le 4ème invariant de Carter Kc

 L’équation de Hamilton Jacobi où s est une 
action dérivée du Lagrangien se sépare 
miraculeusement.

 Ceci est révélateur d’une symétrie des espaces temps de type 
D liée à l’existence d’un tenseur de Killing Kμν.

 L’invariant est quadratique vis-à-vis de l’impulsion. Le scalaire 
défini par Kμνpμ pν est égal à une constante K.

 La valeur complexe de cet invariant K = Kc –m²c²a² +(ε.a –l)² 
met en évidence le caractère non inertiel des coordonnées de 
Boyer Lindquist.

 L’interprétation physique à la limite Newtonienne montre un 
centre de symétrie particulier à chaque point et un couplage 
moment angulaire énergie par l’espace temps en « rotation ».
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Le 4ème invariant de Carter Kc

K = Kc –m²c²a² +(ε.a –l)²

B. Carter : Global structure of the Kerr 
family gravitationnal fields.  Phys. Rev 1968
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La machine temporelle

 Il existe une Zone où 2 dimensions sont de type temps.
 Cette zone de topologie torique bordée en son intérieur 

par la singularité, entièrement dans l’anti univers pour 
Kerr, débordant dans l’univers pour Kerr Newman, est 
entièrement en région III (sous l’horizon interne de 
Cauchy) 

 Délimitée par hypersurface singulière où la vitesse de 
rotation de l’espace devient infinie et où le sens de 
rotation en contre rotation s’inverse de façon 
discontinue.
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Vitesse angulaire du trou noir
dφ/dt (r):TN Kerr a=M

r

r.dφ/dt: TN Kerr a=M

rrr
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Décrivons une boucle temporelle
 Partant de la région de Type I, il faut se rendre sur 

l’axe, à bonne distance du TN.
 Il faut acquérir une énergie cinétique proche de 

l’énergie de masse pour franchir la barrière de 
potentiel.

 Ayant atteint la région III ( en supposant qu’on a 
survécu au blueshift sur r-), on décrit des orbites 
circulaires dans la machine temporelle.

 Même dans un cas très favorable ( TN très massif, 
critique), on subit des accélérations énormes > 107 m/s² 
pour M=a = 107 M.solaires, ce qui conduit à des solutions 
irréalistes.
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Violation causalité

 Il est également possible de « remonter » le temps en 
tournant en sens contraire de a.

 Alors dans toute la région III, en orbitant dans la zone 
critique pour se constituer un capital temps négatif et 
en voyageant à une vitesse proche de la lumière, il est 
possible qu’un point évènement A soit à la fois dans le 
passé et le futur d’un autre point évènement B.

 La Causalité est violée de                  
façon la plus flagrante.



 Trous noirs de Kerr-20/09/08, J. Fric 37

Forme de la machine temporelle
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Réalité physique de ces boucles

 On peut douter de la réalité physique de ces boucles 
temporelles en objectant:

 La région de type III n’est pas physique.
 On ne respecte pas l’hypothèse de corps de test ne 

perturbant pas le champ.
 Les coordonnées n’ont pas de sens physique ( Il y a bien 

des boucles, mais elles n’ont pas de caractère 
physique). En particulier les coordonnées de Boyer 
Lindquist non inertielles n’ont pas de caractère 
physique: observables?
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La solution de C.Doran (2000)
 Doran propose une forme qui est l'équivalent pour le problème de 

Kerr de la forme de Painlevé pour le problème de Schwarzschild. 
La coordonnée temps tff est le temps propre d'un observateur en 
chute libre radiale et la coordonnée radiale Φff  correspond à la 
rotation associée de cet observateur (cordonnées inertielles).

 La métrique prend alors une forme plus simple (pseudo 
minkowsienne) en particulier en coordonnées « cartésiennes ».

 Cette forme est utilisée dans le « modèle de la rivière » par A. 
Hamilton et J.Lisle (2006). Ce modèle décrit l'espace temps 
comme une rivière s'écoulant dans un espace de fond newtonien, 
les particules de test se mouvant dans et par rapport à cette 
rivière conformément aux lois de la RR (dans la tétrade co-mobile)

 Cette rivière est caractérisée par un champ décrit par le gradient 
ordinaire dans la base tétradique d'un tenseur bi-covariant. 
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Description du champ de la rivière

Axes tétradiques axiaux et azimutaux, plan 
équatorial (x,y), a =0.96, d'un TN de Kerr.. 
L'inclinaison de l'axe azimutal reflète 
l'anisotropie de l'espace.Avec  t

ff
-.t 

kerr
 =

Champ de vitesse (vecteurs bleus) et de torsion (axe de 
rotation et amplitude en rouge) pour le même TN de Kerr

Distorsion géodésique 
d'un ensemble de 
particules pour le 
même TN de Kerr
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Distorsion dans un TN de Kerr
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Conclusion
 Un objet très simple (3 paramètres) →une géométrie qui donne 

naissance à une phénoménologie très diversifiée, d’où émergent 
bon nombre de modèles rencontrés en physique: paramètres 
fondamentaux?

 Modèle électron/positron, masse gravitationnelle positron 
négative = renversement du temps: Modèle de Wheeler (un 
positron est un électron qui remonte le cours du temps)?

 Problème de la machine temporelle encore mal expliqué 
physiquement: Pb coordonnée temps!

 Caractère stationnaire de la solution, pas simple à représenter. 
Solution plus explicite par utilisation de coordonnées inertielles.

 La causalité est de nature conforme. 
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